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ABSTRACT

Fiir euklidische Rdume wird die Gleichung eines Kreises 2% 4+ y? = R? und
die einer Kugeloberfliche 22 + y? + 2?2 = R? auf vier rdumliche Dimensionen
iibertragen: 22 + 32 + 22 + u?> = R? . Man erhilt analog der Kugeloberfliche
einen in sich gekriimmten dreidimensionalen riemannschen Raum, der unbegren-
zt und zyklisch ist. In allen Raumrichtungen kommt man nach Durchlaufen einer
Strecke n * 2r R wieder an den Ausgangspunkt zuriick. Der Raum ist endlich,
denn sein Volumen betriigt 272 R3. Unter Hinzunahme der Zeit als weitere Di-
mension erhdlt man in dieser ”Kugeloberflaiche” direkt eine Metrik, die dem
Robertson-Walker-Weltallmodell entspricht. Eine zusatzliche Zeitabhangigkeit
des Radius R(t) = vg * t fihrt auf eine von der Expansionsgeschwindigkeit vg
unabhéingige Hubble-Konstante, deren Kehrwert gleich der Expansionszeit t,
dem Weltalter ist.

1 Geschichtliches zur Geometrie

Geometrie im urspriinglichen Sinn wurde im alten Agypten als Landvermes-
sung betrieben, um die Felder nach einer Niliiberschwemmung neu einteilen zu
kénnen. Im 6. Jh. v. Chr. wurde sie von den Griechen iibernommen und zur
Lehre von den Eigenschaften radumlicher Figuren ausgebaut. Euklid lehrte um
300 v. Chr. in Alexandria das Parallelenaxiom, wonach durch einen aufierhalb
einer Geraden liegenden Punkt zu dieser Geraden nur eine Parallele gezogen
werden kann.

Nachdem in tiber 2100 Jahren die Euklidische Geometrie durch Entwicklun-
gen der Chinesen, Inder und Araber ein Teilgebiet der Mathematik geworden
war, begann das Ende dieser Geometrie mit Gauf}, der keinen Grund dafiir sah,
warum es nicht auch gekriimmte Raume geben sollte, bei denen durch einen
Punkt aulerhalb einer Geraden mehr als eine Parallele gezogen werden kann.

Als sich 1832 sein Schulfreund Bolyai mit einer Arbeit seines Sohnes iiber eine
nichteuklidische Geometrie auf trichterformigen, negativ gekriimmten Flachen



wandte, wagte er es nicht, dies zu verdffentlichen. Die Veroffentlichung einer
solchen hyperbolischen Geometrie geschah kurz darauf durch Lobatschewski.

Als das Eis nun gebrochen war unterstiitzte Gaufl seinen Schiiler Rieman-
n, der eine abstrakte mathematische Theorie gekriimmter mehrdimensionaler
Raume entwarf. Sie wurden anstatt durch Axiome durch eine innere Maflbes-
timmung festgelegt. Wichtige Begriffe fiir Riemannsche Rdume wurden gebilde-
t: Metrik, Weglange, geodéatische Linien, Gaufsche Kriimmung, Riemannscher
Krim- mungstensor und allgemeine Koordinatentransformation.

Diese schwer vorzustellende mathematische Abstraktion des uns geldufigen
Euklidischen Raumes bekamen durch Einsteins Arbeit einen realen physikalis-
chen Sinn. Das von ihm aufgrund allgemeiner Uberlegungen postulierte Aquiva—
lenzprinzip' fiihrte darauf, daf sich Gravitation durch Koordinatentransfor-
mation zwischen beschleunigten Bezugsystemen beschreiben lassen mufte und
somit eine Kriitmmung der Raumzeit bedeutete. Einsteins Gravitationsgleichung
verkniipfte diese Raumkzeitriimmung mit der dazugehrigen Quelle, der Massen-
verteilung.

2 Oberflache einer vierdimensionalen Kugel

Zu den uns gelaufigen drei raumlichen Dimensionen nehmen wir eine vierte
radumliche Dimension hinzu. Mathematisch bedeutet das keine Schwierigkeit.
Genauso wie man einen mit den Koordinaten x,y,z parametrisierten Wiirfel ent-
lang seiner Hohe z in x,y-Schichten schneiden kann, so kénnen wir uns unseren
vierdimensionalen Raum entlang seiner vierten Dimension u in dreidimension-
ale x,y,z-Schichten geschnitten denken. Es entstehen unendlich viele parallele
dreidimensionale Raume. Paralleluniversen sind mathematisch kein Problem.
Wir wollen im folgenden die vierte Dimension u auch Hohe nennen.

Nun betrachten wir alle Punkte mit den Koordinaten x,y,z,u, die den gleichen
Abstand R vom Ursprung (0,0,0,0) haben.

2? +y? + 22 +u? = R?* = const. (1)

Weil dies die Ubertragung der Kreisgleichung und Kugelgleichung auf vier Di-
mensionen ist, nennen wir die durch diese Gleichung beschriebene Punktmenge
die Oberflache einer vierdimensionalen Kugel.

Diese Punktmenge ergibt auch eine zusammenhangende dreidimensionale
Schicht, denn z.B. fir den Punkt mit maximaler Héhe u = R, wo x=0, y=0, z=0
sind, gibt es Nachbarpunkte in drei verschiedenen Richtungen: x,y und z. Diese
Nachbarpunkte haben auch den Abstand R vom Ursprung, liegen aber auf drei
verschiedenen Koordinatenachsen. Die Schicht ist gekriimmt, denn fiir jeden

1 Aquivalenz von Schwerkraft und Tragheit, Masse und Energie, frei fallende Bezugssysteme
und im leeren Raum schwebende Bezugssysteme.



dieser Nachbarpunkte ist R etwas gekippt, x,y,z sind nicht mehr Null,  ist schon
kleiner als R und die zu R senkrechten Koordinatenachsen (Tangenten) sind
gegen die im Zenit-Punkt betrachteten Koordinatenachsen ein wenig geneigt.

In dieser gekriimmten Schicht kann man sich im konstant bleibenden vierdi-
mensionalen Abstand R um den Ursprung herumbewegen. Daher kann man
diese Schicht als Oberfliche einer vierdimensionalen Kugel betrachen. Die
Schicht hat in jedem Punkt drei senkrecht aufeinander stehende Achsen, auf
denen man sich weiter in der Schicht bewegen kann, die Schicht stellt also einen
gekriimmten dreidimensionalen Raum dar.

3 Metrik in der Kugeloberflache

Gl1.(1) ist der Satz des Pythagoras fiir ein Pentagon im vierdimensionalen eu-
klidischen Raum. Die analoge Definition fiir denselben Raum als Riemannschen
Raum geschieht iiber das Linienelement ds. Man bekommt R indem man iiber
das Linenelement integriert.

ds* = da* + dy? + dz* + du? (2)

Im folgenden wollen wir nun die Metrik fiir den gekriimmten dreidimen-
sionalen Raum aufstellen. Dazu mufl zunéchst die Variable u ersetzt werden
(Abschnitt 3.1). Danach ist ein Wechsel zu Polarkoordinaten nétig (Abschnitt
3.2), um dann die Metrik mit Parametern des gekriimmten dreidimensionalen
Raumes darzustellen (Abschnitt 3.3).

3.1 Ersetzung von u durch z, y, 2 und R

Die Punkte der dreidimensionalen Oberfliche mit konstantem vierdimen-
sionalen Abstand R vom Ursprung wollen wir durch drei Parameter der Schicht
selbst darstellen. Dazu ersetzen wir die Héhe v anhand der Gl.(1) durch z, y,
z und R:

w=/R%—a2—y2— 22 (3)

Dadurch betrachten wir nur die Punkte der Aquatorialebene z, y, z mit der
Hohe v = 0 und konnen so zu jedem dieser Punkte die Héhe u nach Gl.(3)
bestimmen. Zu jedem Punkt der Aquatorialebene gibt es einen Punkte der
Schicht im Abstand v auf der Nordhalbkugel und einen auf der Siidhalbkugel.

Diese Ersetzung hilft uns auch bei der Aufstellung der Metrik in der Kugel-
oberflache, durch deren Integration man Abstdnde von Punkten, in der Ober-
fliche gemessen, ausrechnen kann. Durch Ableitungen von Gl.(3) erhélt man

xdx + ydy + zdz

du = —
\/RQ—xQ—yQ—ZQ

(4)




Dies konnen wir sogleich in die Formel fiir das Linenelement Gl.(2) einsetzen:

(vdx + ydy + zdz)?

2 _ 3.2 2 2
ds® =dx” +dy” +dz* + R2 a2 y2— 2

()

Das ist die Metrik eines dreidimensionalen Raumes mit konstanter positiver
Krimmung, parametrisiert nach Punkten der Aquatorialebene.

3.2 Wechsel zu Polarkoordinaten

Um die Metrik im dreidimensionalen gekriimmten Raum selbst darzustellen,
wechseln wir zunéchst in der Aquatorialebene zu Polarkoordinaten p, 6, ¢:

p=+va2+y?+22 6 =arccos <§) , ¢ = arcsin (%) (6)

woraus sich £ = pcos¢gcos, y = psingcos, z = psinf ergibt. Fiir Polarko-
ordinaten ist das Linienelement

ds* = da* + dy® + dz* = dp?® + p*(df? + sin® 0d¢?) (7)
Gl.(4) wird in Polarkoordinaten:

xdx + ydy + zdz pdp
\/R2—x2—y2—22 R2 — p2

G1.(7) und GI1.(8) eingesetzt in Gl.(5) ergibt:

(pdp)®
R2 _ p2

ds® = dp® + p?(d6? + sin® 0dp?) +

und nach einiger Umformung

(dp)*

ds* = ————
T T I R/R?

+ p*(d6? + sin® 0d¢?) (10)
Das ist die G1.(5) in Polarkoordinaten.

3.3 Die Metrik des dreidimensionalen gekriimten Raumes

Mit Polarkoordinaten kénnen wir die Metrik in der Oberflaiche mit deren Pa-
rametern beschreiben. Wir wechseln von der Aquatorialebene in die Oberfliche,
in dem wir jeden Punkt der Aquatorialebene iiber die Hohe u auf die Oberfléiche
projizieren. Ausgehend vom Punkt mit maximaler Héhe © = R, sozusagen dem
Nordpol, konnen wir die Koordinaten # und ¢ vom Ursprung v = 0, z = 0,
y = 0, z = 0 tibernehmen:

p= VTR f—accos (), o—wein(Y) )
P T

4



Nur bei der Radiuskoordinate muf} eine Verdnderung vorgenommen werden.
Uber die Radien R und p ist nach G1.(3) die Hohe u festgelegt, damit auch der
Winkel y zwischen den Radien und auch die Bogenldnge b in der Oberflache
vom Nordpol bis zum betrachteten Punkt.

. P
siny = 5 X (12)
Eine Zwischenrechnung
— aresi E)
X = arcsin ( 7
dx 1 1
dp B 1_ 2 R
- R?
ergibt folgende Ersetzungen:
d
RQdXQ _ 4 .
-
p® = R%sin”

Diese eingesetzt in G1.(10)
ds* = R*(dx? + sin® x (d92 + sin? 9dq§2)
fithrt auf die gesuchte Metrik in Polarkoordinaten der Oberfliche
ds* = db* + R”sin® % (d6* + sin® 6d¢?)
Die Bogenlédnge b erscheint im dreidimensionalen Raum als Entfernung r:

ds? = dr? + R?sin® % (d92 + sin? 9d¢2) (13)

Der Faktor sin  zusammen mit R ergibt den Radius p, den man erhélt,
wenn man den Urspung im Abstand r umlauft und den dabei gemessenen Um-
fang durch 27 teilt. Er wichst zundchst wie r, erreicht das Maximum R bei
sin = 1 also r = § R und wird danach wieder kleiner, bis er bei r = 7R wieder
Null ist. Mit » = 7R ist ein halber Umlauf, mit » = 27 R ein ganzer Umlauf
vollzogen.

3.4 Das Volumen des dreidimensionalen gekriimten Raumes

Eine Kugelschale im Abstand r der Dicke dr hat das Volumen:

_ 2. 2(7
dV = 47 R?sin (R) dr (14)



Dies integriert iiber Rd(r/R) von 0 bis 7 ergibt:
- 2 (7
V = 4nR (2)R (15)

Damit ist das Gesamtvolumen des gekrimmten dreidimensionalen Raumes mit
konstantem Kriimmungsradius R :

V =27R? (16)

4 Losung der Gravitationsgleichung fiir konstante
Dichte

Die Einsteinschen Feldgleichungen der Gravitation verkniipfen die Raum-
kriitmmung mit den im Raum vorhandenen Massen. Sind die Massen homogen,
also gleichméfig, verteilt und bewegen sie sich nicht gegeneinander, so ist die
Krimmung im Raum tiberall gleich und unabhéngig von der Zeit. Die Krimmung
des Raumes 14t sich dann durch eine einzige Gréfle, den Kriimmungsradius,
beschreiben. Lost man die Einsteinschen Feldgleichungen fiir eine solche ho-
mogene, isotrope und statische Massenverteilung, so erhdlt man die Robertson-
Walker-Metrik (RWM):

ds® = —dt* + dr® + R*sin® % (d6° + sin? 0dg?) (17)
Sie unterscheidet sich nur durch den Zeitterm —c?t? von der im vorigen Kapitel
hergeleiteten Metrik. Dies 148t den Schlufl zu, dafl sie &quivalent zu einem
solchen dreidimensionalen Raum mit {iberall gleichem Kriimmungsradius ist,

der als dreidimensionale ” Oberflache” einer vierdimensionalen Kugel verstanden
werden kann.

Eine solche Massenverteilung ist nicht stabil, wenn keine Kréfte vorhanden
sind, die die Massen auseinanderhalten, wie zum Beispiel der thermische Druck
in einem Stern. Aufgrund der Gravitationswirkung stiirzen die Massen zusam-
men und enden nach einer bestimmten Zeit in einem Schwarzen Loch. Man
beniitzt die RWM, um diesen Vorgang in der Eigenzeit ¢ zu beschreiben. Der
Kriimmungsradius R geht dann als zeitabhéngige Losung R(t) als Skalierungs-
faktor in die Metrik ein:

r

ds® = —c*dt*dr® + R?(t) sin® R

(d6? + sin® 0d¢?) (18)
Dadurch behalten die Massen immer die Koordinaten, die sie einmal gehabt
haben. Die Veranderungen werden dadurch beschrieben, dafl sich das gesamte
Koordinatensystem proportional zu R(t) verdndert.



Umgekehrt kann das Koordinatensystem und damit die ”Kugeloberflache”
auch expandieren. R(t) wird mit der Zeit grofier, wodurch sich die dreidi-
mensionale ”Oberflache” wie eine Luftballonhiille aufbldht und gut die Expan-
sion des Weltalls beschreibt. Damit sind die Relativgeschwindigkeiten und die
dadurch verursachte Rotverschiebung nach dem Hubble-Gesetz erklarbar.

Der Umfang 27 R wchst ebenfalls mit R. Andert sich R(t) nur langsam,
so treten nur geringe Relativgeschwindigkeiten auf und Licht kann das ganze
Universum durchlaufen, um nach einer Umlaufzeit T = 27R/c wieder am
Ausgangspunkt zu erscheinen. Das gesamte Weltall ware dadurch in einem
Wirkungszusamenhang.

Ist die zeitliche Anderung von R(t) gerade ¢/2m, so entfernt sich ein Punkt
im Abstand D = 27 R gerade mit Lichtgeschwindigkeit, dafl heif3t der Selb-
stbeobachtungspunkt verschwindet gerade am Beobachtungshorizont mit un-
endlicher Rotverschiebung.

Bei schnellerer zeitlicher Anderung von R(t) ist der Beobachtungshorizont
schon in kiirzerem Abstand erreicht und der dahinterliegende Teil steht nicht
mehr in einem Wirkungszusammenhang mit dem Ausgangspunkt.

Wird die zeitliche Anderung von R(t) als konstant angenommen R(t) = wt,
so muf} es einen Zeitpunkt ty; = 0 gegeben haben, zu dem auch der Radius
R = 0 war. Dadurch wird die Zeit ¢ zum Alter des Weltalls. Die Erweiterung
des Umfangs 27w geteilt durch den Umfang 27 R(t) = 2mwt ergibt die Hubble-
Konstante: % = % = Hy Mit Hyp = 50 km/sec je Mio parsec (1 parsec =
3,26 Lichtjahre) ergibt dies fiir ¢ ca. 15 Mrd. Jahre. Die Zunahme von R(t)
wird aber vermutlich wegen der Gravitationswirkung im Laufe der Zeit geringer

werden.

5 Zusammenfassung

Die Ubereinstimmung des riumlichen Teils der Robertson-Walker-Metrik
mit der Metrik, die man durch Bilden der dreidimensionalen Oberfliche einer
vierdimensionalen Kugel erhélt, ergibt die Moglichkeit eines wie die Oberfache
eines Luftballons geschlossen, zyklischen, endlichen Weltalls. Es hétte dann ein
endliches Volumen von 272 R? mit einem Radius R von ca. 15 Mrd. Lichtjahren.
Dieses Weltall ist in einem fiinfdimensionalen euklidischen Raum vorstellbar:
vier Raumachsen x, y, z, u (Kugel) und eine Zeitachse t.



